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§ 1 Binomialverteilung — Einfilhrung an Beispielen

1.1 Das Experiment ,Ziehen mit Zuriicklegen“

Viele Experimente bestehen aus einer Kette aufeinanderfolgender Einzelexperimente.
Bei deren Durchfiihrung interessiert dann, wie oft ein bestimmtes Ergebnis eintritt.
Diese zahlt man und weist diese Anzahl einer Variablen zu, die man Zufallsvariable (oder einfacher

auch ,Zahlvariable®) nennt.
Beispiel 1: Rote und schwarze Karten ziehen, nach jedem Zug wird wieder zuriickge'ect.

In einem Kartenstapel befinden sich 2 rote und 3 schwarze Karten. Man entnimmt dz-aus *3-mal eine
Karte, schreibt ihre Farbe auf und legt sie wieder in den Stapel zuriick, der gut duichg smischt wird.

Da sich durch das Zuriicklegen der Karten der Bestand im Stapel nicht 8ndertnist jede weitere

Ziehung einer Karte dasselbe Experiment wie die erste Ziehung. Damit apdeigich die
Wahrscheinlichkeiten bei den folgenden Ziehungen nicht.

Das folgende Baumdiagramm veranschaulicht das Experiment und/ze.¢t alle 8 mdglichen Ziehungen
(Ergebnisse). Rechts am Rand gibt X die Anzahl der in jedem ErJeenis enthaltenen schwarzen
Kugeln an. Hinter den Pfaden steht die Wahrscheinlichkeit, mit'der dieses Ergebnis auftritt.

Wie man sie berechnet, wird auf der nachsten Seite erkla-t.

nird

: -8

) P((r,n) =5 = 640%  X=0
O
2

P((rrs)) =1 = 9,60%  X=1

P((rsn) == 960%  X=1

P((155)) = 1ax = 14,40%  X=2
(2r|3s)

P((s1r) === 9,60% X=1

P((51,5)) = 1o = 14,40%  X=2

P((5,55)) = o = 1440%  X=2

P((555)) = 5 = 21,60%  X=3

Man anni X eine Zufallsvariable. Hier gilt: X ist die Zahl der gezogenen schwarzen Karten.
Zu einer Zufallsvariablen gehort stets ein Definitionsbereich, der angibt, welche Zahlen die

Variable X annehmen kann.

Hier gilt: D = {O, 1 2,3} , denn man kann bei diesem Zufallsexperiment 0 bis 3 schwarze Karten ziehen.

Hinter dem Baumdiagramm steht zu jedem Pfad (Ziehungsergebnis) der entsprechende Wert von X.
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Berechnung der zugehorigen Wahrscheinlichkeiten aus dem Baumdiagramm

Jeder Pfad stellt ein Ergebnis des Experiments dar.
Mit Hilfe der Pfadregeln an kann man zu jedem Pfad die Wahrscheinlichkeit berechnen:
Entlang eines Pfades werden die Wahrscheinlichkeiten multipliziert.

Die Wahrscheinlichkeiten einzelner (paralleler) Pfade werden addiert.

Man kann Ereignisse oft mit Hilfe einer Zufallsvariablen giinstig formulieren:
Das Ereignis ,,X = 0 (in Worten: Es wird keine schwarze Karte gezogen)
wird im 1. Pfad dargestellt.
P(X=0)=(2) =& oder =0,4°=0,064 £6,4%

125

Das Ereignis ,,X =1“ (in Worten: Es wird genau eine schwarze Karte'\a'2zogen)
wird im 2., 3. und 5. Pfad dargestellt.

P(X=1)=2.2.2 4 2.3.2 g.z.z:.(z\z,% -5 =0,288 £28,8%

Das Ereignis ,,X = 2“ (in Worten: Es werden genau zwei.schwarze Karten gezogen)
wird im 4., 6. und 7. Pfad dargestellt.

P(X=2)=¢3% + 323 +Gng=[12.(3) =% =0432 2432%

Das Ereignis ,,X = 3“ (in Worten: Es weraan drei schwarze Karten gezogen)

wird im 8. Pfad dargestellt:

P(X=3)=(2)=2=0,216 2216%

Hinweis: Man sollte arnHand dieser Berechnungen eine Beobachtung machen:

Bei P(X =#) treten 3-mal dieselben Pfad-Wahrscheinlichkeiten auf,
ebensy be! P(X =2).

Dias wird uns auf der nachsten Seite entscheidend dabei helfen, diese

\M'ahrscheinlichkeiten ohne Baumdiagramm zu berechnen.
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Ergebnisse mit gleichen Wahrscheinlichkeiten:

H H — (119
Zum Ereignis ,, X =0“: @ 04 @ 04 @ 04 @

gehort ein einziger Pfad:
Dessen Wahrscheinlichkeit kann man auch ohne Baum sofort angeben: P(X=0)=0,4°.

Das Ereignis ,X = 1‘“;

Das Ziehungselement steht jedes Mal auf einem

anderen Platz. Damit ergeben sich drei verschiedene

Ziehungsergebnisse (Pfade), die alle dieselbe
Wahrscheinlichkeit haben, ndmlich 0,6-0,47,

eben weil zur schwarzen Karte immer ps = 0,6 gehért und zu den roteri irimer p, = 0,4.
Daran andert sich wahrend des Ziehungsverlaufs nichts, weil ja iadcaMal wieder
zurlckgelegt wird. Fir alle drei Pfade zusammen erhalt man‘danivdreimal die
Wahrscheinlichkeit 0,6-0,4°: P~ 1=[3]-0,6-0,42

Das Ereignis ,,X = 2;

is 0.6 ° 0,4 .
0,6 o 04 . 0,6 °

Platzen liegen, also gibt es auch hier drei maaliric 04 s 5 |

Dazu gehdren ebenfalls drei Pfade:
Jetzt kann das Element [r| auf einem von drei

Ziehungsergebnisse (Pfade).
Alle drei haben dieselbe Wahrscheinlichkeit, namlich 0,62 -0,4 , eben weil zu den zwei

schwarzen Karten ps = 0,6 gehort urid zu der roten eben p, = 0,4.

Fur alle drei Pfade zusammen evhilt man daher dreimal die gleiche Wahrscheinlichkeit:

P(X=2)=[3]-0,62-0,4

Das Ereignis ,,X = 3“;

[sert -2Q—-@— O
Dazu gehort ein £inziger Pfad:

Daraus folat: P(X=3)=0,6".
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1.2

Bei einem ,idealen“ Rad tritt jede Zahl mit der gleichen Wahrscheinlichkeit auf.

Das Glicksrad — ganz ausfiihrliche Berechnung mittels Kombinatorik
furs Verstandnis!

Dies ist hier -, weil alle 4 Felder gleichwahrscheinlich sind. 1 2 /
Wir drehen das Rad fir ein Spiel 5-mal und interessieren uns nur fir die

Ereignisse {1} und {2,3,4}, was wir mit {i} (nicht-Eins) abkiirzen. 4 ?. /

Weil sich die Wahrscheinlichkeiten bei den Drehungen nicht &ndern, =>4

entspricht dieses Experiment dem Ziehen mit Zurlicklegen.

Hier unsere Spielregel: Die Gewinnzahl ist die 1.

Gewinnplan: Bei 5 Einsen gewinnt man 100 €, bei 4 Einsen 20 €, bei 3 Einsen 1<, allen anderen

Fallen gibt es nichts. Wie groR3 sind die Wahrscheinlichkeiten fir diese Gew n:ief?

Unbedingt notwendige Vorbereitungen der Berechnung:

(1)

Man definiert eine Zufallsvariable: X sei die Anzahl der erzielt2n Einsen.

(2) Bein =5 Drehungen (man nennt dies auch den Umfana'des Stichprobe) ist der

Definitionsbereich von X: D ={0,12,3,4,5}.
(3) Das Experiment besitzt diese Grund-Wahrscheinlizri. eiten:

Firdie 1: p=4=0,25 und fir Nicht-1: q=1¢1-2=0,75

Berechnung der Ziehungs-Wahisci ginlichkeiten flir die Werte von X:
X=0]: Ereignis: Bei 5 Drehungen« vird keine 1 gedreht. Zugehoriger ,Sammelpfad®;
P e B s B e B
P(X=0)=0,75° ~ ;237

X=1 Ereignis: Bei.5 . Drzhungen wird genau eine 1 gedreht. Es gibt dazu 5 ,Sammelpfade®:

L—>L! 0,75 0,75 0,75 0,75
0A5—>E 025 075 075 075
SE o oz —o7s -
0,75 Skl 0,75 1] 0,75 Skl 025 0,75 >[1]
0,75 0,75 0,75 Skl 0,75 Skl 0,25

Die 1 kann bei der ersten Drehung erscheinen, oder bei der zweiten, oder bei der dritten
usw. Es gibt somit 5 Sammelpfade. P(X=1)= [5]-0,25-0,75* ~ 0,40
%/—/

Wahrscheinlickeit
fir einen Pfad

Ubrigens: Auf jedem der Sammelpfade bedeutet das Ergebnis eine der Zahlen 2, 3 oder 4.
Somit verbergen sich hinter jedem dieser Sammelpfade eigentlich 3* = 81 Pfade.

Daher der Name ,Sammelpfad®.
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Bei 5 Drehungen wird genau zweimal eine 1 gedreht. Wie wir sehen werden, gibt es

dazu 10 Sammelpfade, die wir nicht mehr aufschreiben. Ein Ereignispfad soll genlgen:

0,25 ’ 0,25 0,75 ‘ 0,75 0,75 ‘

Die anderen Ereignispfade unterscheiden sich hiervon nur in der Belegung der Platze.
Mit anderen Worten: Andere Ergebnisse haben eine andere Reihenfolge fur die
beiden Einsen bzw. die der Nicht-Einsen.

Beispiel: 025 075 075 075 0.75

Weil die Wahrscheinlichkeit fur jede Drehung konstant bleibt, haben alle’dieve
Pfade (die zweimal 1 und dreimal 1 enthalten) dieselbe WahrscheinliChkalt: 0,25%.0,75°
Wenn wir wissen, wie viele solche Anordnungen es gibt, dann kénnzn wir die

Gesamt-Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis X =2 angeben.

Das Problem heil’t also: Wie viele Pfade gibt es? Oder anders_ausasdriickt:
Auf wie viele Arten kann man aus den funf Platzen zwei ausve@hlen, und zwar fur die |1 ?

Die Kombinatorik lehrt uns, wie man solche Platzausvi ahlen berechnet:

Far die erste [1] hat man 5 Platze zur Auswahl, untiiniedem dieser Félle hat man fir den

zweiten dann noch 4 Platze zur Auswahl. Dasgind zusammen 20 Moglichkeiten.

Jetzt kommt das grof3e ABER:

Bei der Platzauswahl kommt es nicht:aus aie Reihenfolge der Auswahl an.

Wahlt man zuerst Platz 3 aus und dan Platz 2, dann hat man dieselben Platze, wie wenn
man zuerst Platz 2 und dann Flatz 3 guswahlt. Mit anderen Worten:

Die Vertauschung zweier Platznummern flihrt zu denselben Platzen. Daher muss man

das bisherige Ergebnis ha!biczen: Es gibt somit nur 10 statt 20 Mdglichkeiten, und man

schreibt das so auf: Mme=—
Dieses Symbol \

Also gibt es

. — . Dafiir wurde ein Symbol eingefilhrt: m = (g) = 574 =10
74
/ -

-

A\
2) liest man 5 Uber 2 und heil3t Binomialkoeffizient.

-

5] = 10 verschiedene Pfade zu diesem Ereignis.

Ergl:briis: P(X=2)= (g) -0,25%-0,75° =

5.4

= -0,25%-0,75° ~ 0,264

Binomia'oeffizienten werden ausfihrlich im Text 33011 — Kombinatorik — behandelt, und in 12106.

MERKE:

(.

k Faktoren

n-(n=1)-..-(n—k +1)

T Arten k Platze aus n Platzen auswahlen,

Man kann auf (:j =

wenn es nicht darauf ankommt, in welcher Reihenfolge diese Platze ausgewahit

werden, sondern nur welche Platze man auswahlt.
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X=3|: Bei 5 Drehungen wird genau dreimal eine 1 gedreht. Beispielpfad:
0,25 0,25 0,25 0,75 0,75

Jeder Pfad (mit drei Einsen) hat dieselbe Wahrscheinlichkeit: 0,25°-0,75°.

Nun die Anzahl der Pfade:
Man kann auf (gj Arten 3 Platze aus 5 Platzen fur die |1] auswahlen.

Also ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit dafiir, dass man bei 5 Drehungen ger:au
dreimal die [1] bekommt:

P(X=3)= (g)-0,253 10,75% =|22:31.0,26?.0,75? ~ 0,095
3!
X=4: Bei 5 Drehungen wird genau viermal eine 1 gedreht. Beispielpfid:

0,25 025 7 0,25 0,25 ITH 10,75 r—

Dieser hat die Wahrscheinlichkeit 0,25 -0,75 . Wie viele /Z:gebnispfade gibt es dazu?

Man kann aus 5 Pfad-Platzen auf 5 Arten den Platz auswahlen, auf den man 1 setzt.
Die anderen Platze bekommen dann die

Ergebnis:  P(X=4)= (2)0,254 .0,75=15] 6,°5* -0,75 ~ 0,0146

X=5|: Bei 5 Drehungen wird genau funfmalairie! gedreht. Es gibt dazu genau 1 Pfad:

W’_ufﬂ_’ﬁl 025 0.25 025

P(X =5)=0,25° ~.0,001

Das kann man auch so scireiben: P(X=5)= (g)~0,255 =1-0,25° ~ 0,001,
denn (g] =1, und.d::s nasst dann ins Schema.

Hier die Zusammenfassing v vzrschiedenen Schreibweisen:

4
P(X=0)- ng.o,25° .0,75° =[1-0,75° ~ 0,237
P(X 2] ( ] 0,25'-0,75* =[5]-0,25-0,75* ~ 0,400
i F"X=2)=(g)~0,252 0,75 = 5;24 .0,25%.0,75° ~ 0,264
' 5 3 2_|543 3 2 3 2
P(X:3):(3)~0 25"-0,75% = |22 -0.26" 0,757 =10-0,25" -0,75" ~ 0,088
5 4 . 4 5 — 5 =5
P(x=4)=(5)-0.25°.0,75 = [5].0,25" .0,75 ~ 0,0146 AENE
P(X=5)= (g) 0,25°0,75° = [1].0,25° ~ 0,001
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